數學本質改念---空間

廖珮妤、李偉誠                                                            2006/12/14

對於這個世界，一般我們知道有長、寬、高三度空間，再加上時間，總共是四度空間。有人認為時間其實是第四度空間，時間和運動、物質都是錯覺。科幻小說就想像了許多以第四度空間不可思議世界發生的事物為題材。
一、空間的數學結構
 (一)空間的定義
自然界的具體物件，各自佔有一部分的空間。周圍的物體存在著空間上的相互位置關係，也就是物體的空間方位，或稱為物體的空間位置，以上下、前後、內外、左右…詞彙表示。

Martin Heidegger（1954）曾指出「空間裡包含了因物體對人的不同遠近而形成不同位置，但這種遠近距離可在抽離人與物的關係下形成高度、寬度與深度」。

我們經常所說的「空間」量，不外乎是線的長度、曲面的面積、形體的體積等等， 所有這些構成空間概念的「空間」量都是可以用標準尺來度量的。其實在物理學中，人們要定量地探究許多物理概念，如距離、速度、加速度、作用力、質量、電量等等，這些物理概念它們每一個都是必須是能夠度量的。空間也是物理概念，而且是最基本的物理概念，也都必須是能夠度量的，空間在牛頓力學中的意義就是要確定一個空間點的位置，總需要三個空間量。它是可以表示成任何三個互為垂直且個自獨立的長度空間座標系，例如常用的直角座標系以 (x, y, z) 表徵其三個互為獨立的座標分量(AEEA 天文教育資訊網)。牛頓的「絕對空間」就像一個空闊的舞台，各種物体是舞台上的演員。無論演出任何戲碼，舞台是既不參與，也不受影響的。

在空間的構成當中，科學家將我們所生活的空間分成零度空間、一維空間、二維空間、三維空間以及四維空間。從愛因斯坦發表相對論開始，人類對宇宙萬物中的各種現象有了一個新的認識，得到嶄新的啟示。在此基礎上研究出時間和空間的密切關系，對往後的科技發展帶來了震撼性的轉變，成為人類歷史上的一個轉折點，在此，茲分述維度、零度空間、一維空間、二維空間、三維空間與四維空間等之意涵如下：
1.「維度」是指系統中的物質能夠向多方向而定。
2.零度空間(點)：僅代表一個點。
3.一維空間(線段)：每一個點只需要一個實數就可以充分描述空間的位置，簡而言之，就是方向線。也就是說，一維空間中的物質，只有單一的線狀方向。
4.二維空間(平面)：每一個點需要兩個實數來描述空間的位置，一維空間經過時層疊，形成二維空間，其空間具有縱、橫兩個方向，可比喻為空間中的平面。
5.三維空間(立體)：二維空間再經過時間的層疊，形成三維空間，其空間具有縱、橫、高三個方向；亦是人類生活的空間。可比喻為立體空間。
6.四維空間(超立體)：如此類推，三維空間經過時間的層疊，理論上會形成一個超乎想象的超立體空間，科學上稱為四維時空。四維時空是目前人類無法想象的空間，其中包含黑洞，白洞，蟲洞等科學理論上成立，但難以解釋的現象存在。不過，若有生物能夠掌握四維時空的領域，獲取其中的知識寶庫，穿越宇宙的奧秘，將會取得無可估計的神秘力量。若這種四維時空中的不可估計的神秘力量。
(二)空間的相關概念
許民陽、鄧國雄、卓娟秀、李崑山和殷炯盛(民83)在國小學生對方向和位置兩空間概念的認知發展研究中，將辨識方向、位置等空間概念語詞區分如下：

  1.空間概念：主要分為方向及位置兩個概念。
(1)方向：方向又可分為特定方向與非特定方向；所謂特定方向係指能明確指示運動方向的語詞，例如：向上爬，順時針轉…等。而非特定方向，乃是指不能明確指示運動方向的語詞，例如：飛來飛去、跑來跑去…。
   (2)位置：可分為特定位置與相對位置。特定位置是指能明確的指出物體(包括人)所在的位置，例如：窗戶旁、桌子上。相對位置是指利用相對語來指示空間的位置，例如：越來越高、忽上忽下…等。
  2.空間概念語詞

   (1)基本概念語詞：有關空間概念的基本語詞，例如：上、下、左、右。

   (2)衍生概念語詞：基本概念語詞加上動詞、介詞或名詞等而衍生出的空間概念，例如：上升，下降…等。
   (3)複合概念語詞：由兩個或兩個以上的基本概念或衍生概念所組成的語詞：，例如：向上拉、摘下來、東北角。
 (三)空間能力
空間能力分為三大項，分別為空間視象知覺力、空間方位知覺力及空間關係知覺力。

  1.空間視象知覺力：將視覺正確應用於空間當中，包括從一堆背景中分辨某一特定圖形、依自己所見協調自己的動作、指認物體相似和相異處、正確回憶不在視線內的物體，以及辨識以旋轉角度、不同光影投射等各種方式呈現的圖形。
  2.空間方位知覺力：有能力尋找空間中的一個物體與自己的關係，如：車子是自己的前方？後方？上方？下方？旁邊？…等。
  3.空間關係知覺力：有能力看出2-3個物體與自己的關係，或這些物體彼此間的關係。比如說，走在陌生的街道，可以指認便利商店是在自己所在位置的前方遠處，公車站牌的左後側，停車場收費亭的右前方。
二、空間的認知結構
根據許民陽(1995)的研究，他以國小二、四、六年級607名學童為對象，檢測其對位置及方向兩空間概念認知發展的情況，發現二年級能辨認前後及主客體的上下左右位置，至中年級辨認光影的相對位置及東西南北相對位置，意即兒童已經能由自我為中心的基本空間概念方向認知，進展至辨認身邊以外較大尺度環境的方位。至高年級能利用座標標示物體平面上的位置，並應用指南針測量空間方位。
表一、國小各年級兒童空間概念認知發展結構

	年級
	空間概念認知發展順序
	軸心概念

	一
	前後
	認識前後位置

	二
	主客體的上下左右位置
	認識上下左右位置

	三
	光影的相對位置
	光影的位置具有相對性

	四
	東西南北的相對位置
	認識東西南北相對位置

	五
	利用座標標示物體面上的位置
↓

應用指南針觀察空間方位
	行列座標可以定出平面物體的位置
指南針可以指出方向

	六
	大空間(三度空間)的應用與轉換
	太陽與星星的位置與在天空運行的路線隨著時間做有規律的變化


三、空間的綱要結構
(一)階段能力指標
第一階段能力指標
S-1-06 能描述物體的相對位置
(二)分年細目指標--第一階段(一、二、三年級)

1-s-05 能描述某物在觀察者的前後、左右、上下及兩個物體的遠近位置。 S-1-06

● 相對位置描述詞在日常生活中很常用，因此應及早引入，並可與序詞的教學相結合，例：「最上面數下來第2個抽屜是我的。」、「小明右邊第3人是小麗。」「小華，請往前走2步。」、「左邊離我們比較遠的那個女生是小英。」
● 由於人體大致上是左右對稱的，因此「左右」是這些詞組中較難的概念，在溝通上也要小心，學童必須能確定觀察者，才能比較沒有歧義的判斷「左」與「右」。由於兒童可能在二、三年級才能真正掌握「左右」，因此教師在評量上不要過於嚴苛。  

四、空間的教學策略
 (一)常見迷思概念與教學者之對策
	不易掌握之概念

(常見迷思概念)
	教學者之對策

	方位：方位方向不清。
例如：東西南北分不清楚方向
例如：左右邊的概念需要花一些時間來教導學生

	老師覺得學生方位搞不清楚是學生平常沒有特別注意,若單單只是跟學生說左右的觀念學生一樣記不起來,因此老師會用遊戲的方式來進行這方面的訓練,老師會用一些簡單的符號例如:太陽.月亮來代表左右.等學生懂左右觀念的時候,再慢慢加深,例如向左轉再向右轉再向右轉……等等,小孩子會比較容易在遊戲裡學習.

甚至有些學生會在下課和同學就玩起來了,從中熟悉方向的概念.                      
【游毓英老師 劉哲瑄訪談】

	方位：方位方向不清。
	老師認為學生的方向感不佳，容易有左右不分的情形，此狀況會影響讀題的能力。所以老師常會問學生，窗戶在你們的哪一邊？答左邊。那窗戶在老師的哪一邊？右邊。老師會強調此時是以老師為基準點。
 【施淑敏老師 李美珊、許庭瑤訪談】

	左右的概念

	A.老師讓學生舉左手/右手的方式，練習分辨左右。
B.站在學生的角度去想左/右方向，如果只剩少數學生不會，就下課時間輔導；結合生活課程教「東/西」，只要記住左手左邊，就可以推出右邊，東/西則和左右相反，即 左→右  西←東  
【陳麗玲老師受訪，朱惠卿訪談】

	小朋友會左右不分
	請他們回家多加練習，老師說在不行就在右手寫個右左手寫個左摟            
    【黃乃玲老師受訪，黃綺紋訪談】

	圖中人的相對位置：忘記轉成與圖片中人物的方向去看
	告訴學生方位的概念是什麼，方位不是絕對的，如不是所有地方北邊一定是在前面。

【受訪者：蔡明君/訪談者：邱淑君】

	方位問題：小英在小青的東方，那麼小青在小英的（    ）方。會認為右邊就是東方 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



	強調主體性，即強調題目中在“××”（如小青）的哪一方中的“××”（如小青），以“××”（如小青）為主體看東、西、南、北的方位。

【王義傑老師受訪，吳妮晏訪談】

	空間這方面對小朋友比較難，因為五年級在上y斜線，不用把名詞給小朋友，但是由於他們已經做出一個立體的東西了，在找互相平行對應的情形時，小朋友會不清楚，不了解其中的關係。
	老師解決策略是請小朋友各拿一隻筆，一隻尺，去把它延伸出來就知道了，尺是面、筆是線。（可以解釋直角、平面的概念）如果有兩個人的尺便可以形成面的擴大，小朋友不會想到延伸來想，如果小朋友手上已經有東西，那東西是自己做的，會更有印象。也可以把附件全部組合起來成為立體圖形。

【張美惠老師受訪，許鳳琪訪談】

	空間概念

對於非具體物會較難體會，例如：對稱。
	利用圖解的方式解釋說明。

【陳淑慧老師受訪，凌心儀訪談】


 (二)空間的教學策略

1.教師宜以實際生活情境引入教學。

低年級學生在開始學方位前，當老師問學生：教室的黑板在哪裡？學生通常用手指著黑板並說會說：在那裡！而不習慣說：在我的前面。當老師要為學生建立方向概念時，可從學生自身的環境開始認識，例如我的前面是誰？黑板在我的前面。老師在我的後面。漸漸地在從自身認識到校園週邊環境的方位。例如老師問：桌子的後面有什麼？椅子…等。低年級時不教學生以不同客體為參考點來辨識左右方向，而是以自己的左右手、左右腳來對左、右有初步的概念。老師也可運用對話、演示、講故事的方式去拓展兒童在空間中相對位置的知識。

而對於方位部分；東西南北等。可從校園環境引申到觀察大自然環境，並能配合自然科教學。

在課堂上多次讓學生練習：正確地舉出左手或正確地舉出右手。在教導左、右觀念時切記老師與學生必須站在相同的方向做示範，亦即老師必須背對學生作示範。或者是這時老師就會讓小朋友帶手環，用色紙做，每次來學校上課都要帶上。然後老師會問小朋友：有戴手環的手，是哪隻手（右手！），這樣小朋友就會對這個概念比較清楚。以及面對面的左右邊：老師會讓小朋友圍圓圈，每人雙手都拿一樣東西，老師會問小朋友：拿….在小朋友的哪一隻手？讓小朋友對於左右邊的概念，比較清楚。
2.指導兒童使用正確的詞彙表達空間方位

在指導兒童使用正確的詞彙表達空間方位時，要明確的提出辨別方位的參照點，兒童才能掌握住正確方位，如兒童從桌子下取出一個球，若教師以「你的球是從哪兒拿的？」問他，兒童可能用手指著該方向說「那兒」；若將問話改為「你的球是從桌子的什麼地方拿的？」這時兒童才能正確說出「從桌子下面拿的」。

例如：「樹『上』有隻小鳥，樹『下』有一朵花。」；接著兒童會開始了解以個人為中心的方位，例如：「爸爸站在我的『前方』，媽媽站在我的『後方』」，最後再認識整體的方位。小朋友剛開始會將空間方位和自己身體的某個部位關連起來，例如：「上面」就是自己頭頂所在，「下面」則是腳所踩的地方，「前面」是臉面向的方向，「後面」在自己的背部方向。

3.空間方位認識的引導
兒童對空間方位認識的引導，首先宜讓其用感覺描述，區分其自己身體的上下、前後、左右部位，初步掌握有關詞彙及涵義，其次讓兒童用觀察、操作和遊戲等方法，認識自己和物體以及物體和物體之間的位置關係。在必要時，向兒童講解演示如何區分空間方位，如兒童辨識對面客體的左右方位時，容易產生混淆，教師可以說明或演示，幫助兒童理解和辨認。同時可在日常生活各種活動中，隨機讓兒童學習辨別方位。如排隊時：誰在前面，誰在後面；做早操時：手往上舉，蹲下來；吃飯時：請其用左手拿碗；在音樂或體育活動中：配合向上、向下、向前、向後、向右、向左等變換方位，做各種動作。

例如：小朋友常分不清上、下、左、右、內、外、前、後、東、西、南、北。
利用遊戲的方式（請幾位小朋友上台，排成不同的隊形，提出問題問小朋友，A在B的那裡？……） ，讓小朋友身歷其境，並使小朋友多操作來熟悉空間概念。
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      A    B     C    D     E

B在A跟C的中間，B的右邊是誰？左邊是誰？後面是誰？ ……
或者做紙手套，分別為左手及右手，讓小朋友戴上，藉由遊戲，讓他們更清楚左右。                                      【葉夢萍老師受訪，顧淑芳訪談】
五、空間的評量範例
 (一)辨認東西南北方位
 (義燦拿著氣球，看到手裡的氣球飄向西南方，請問現在風從哪裡來？

北

              西       

                  南



美月：「西南方」

聰明：「東北方」

 誰說的對呢？

□美月   □聰明           理由是：                      
【TKU92A06鍾君華提供】
(二)能了解自已與他人間的相對位置
(小玉和小丸子面對面坐著在房間玩剪紙的遊戲，小丸子說：『小玉，請拿妳右手邊的東西給我。』


於是，小玉就把剪刀拿給了小丸子，但是，小丸子說：『小玉，妳拿錯了啦，在妳右手邊的應該是膠水，而不是剪刀啦！』

  小朋友，你認為小丸子說的對嗎？  □ 對    □不對

理由是:____________________                  【TKU92A09翁淑華提供】

 (三)知道前、後、上、下的方位 

(：音樂課，老師教大家唱歌，歌詞是「我家前面有小河，後面有山坡，山坡上面野花多，野花紅似火」，小明說：「我家的環境也是這樣耶！」，請問他說的對嗎？




□ 對   □不對

    理由是：

【TKU91A42陳可倩提供】
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